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den Kurven verschieden; sie verhalten sich wie 3 : 1.
Ein zweites und ein drittes Maximum wie bei THURN
und BorHE ist in Abb. 3 nicht erkennbar. Derselbe
Widerspruch tritt auf, wenn man noch die Kurven
a; und ¢ in Abb. 6 der erwdhnten Arbeit hinzu-
nimmt, die sich etwa mit den Kurven A B(;) und
A ) B(1) dieser Arbeit vergleichen lassen.

Volle Ubereinstimmung besteht mit der Arbeit
von Faissner u. a. 1. Entsprechend der Tatsache, daf}
bei der Aufnahme der Kurve B; . die Strahlung
von ca. 20 g/cm? Beton vorgefiltert wurde, ist zwi-
schen den beiden Kurven a und b der Abb. 2 der
genannten Arbeit zu interpolieren. Die Uberhdhung
des Rossi-Maximums betragt hier wie dort ca.

180 Ko/h.

Die gleiche Ubereinstimmung besteht mit dem
Ergebnis der Arbeit von Janossy und Nacy3. Auch
die Arbeiten von Maze ¢ und Prorzer ? liefern dhn-

liche Ergebnisse.

Die Veroffentlichungen aller iibrigen Autoren, die
die Ubergangskurven untersucht haben, lassen sich
aus dem schon mehrfach angedeuteten Grunde der
anderen Geometrieverhaltnisse nicht zum Vergleich
mit dieser Arbeit heranziehen.

¢ R. Maze, Phys. Rev. 85, 697 [1952].

Zusammenfassung

Aufgabe der vorliegenden Arbeit war es, die Uber-
gangskurve fiir Blei jenseits des durch die Kaskaden-
theorie als Folge der weichen Komponente der kos-
mischen Strahlung erkldrten Maximums bei etwa
10 mm (Rossr-Maximum) auf weitere Anomalien
hin zu untersuchen, wie sie von mehreren Autoren
gefunden worden sind. Um die auftretenden Effekte
als Folge der sie verursachenden Komponente zu er-
kennen, wurde von vornherein darauf Wert gelegt,
durch geeignete Anordnungen von Zihlrohrlagen und
Bleischichten die einzelnen Komponenten zu trennen.

Im Sinne der gestellten Aufgabe muf} das Ergeb-
nis der Arbeit als negativ angesehen werden. In al-
len unter verschiedenen Koinzidenzbedingungen auf-
genommenen Kurven ist das Rossi-Maximum, sofern
die weiche Komponente nicht ausgeschaltet wurde,
gut zu erkennen. Anzeichen fiir weitere Maxima feh-
len. Der Verlauf aller gemessenen Kurven lafit sich
zwanglos mit den bekannten Eigenschaften der kos-
mischen Strahlung deuten.

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit und sein stin-
diges Interesse an ihrem Fortgang bin ich Herrn Prof.
Dr. Wirrz zu groem Dank verpflichtet. Herrn Dr.
Scuurrz danke ich besonders fiir wertvolle Diskussionen
beim Aufbau der Apparatur und bei der Auswertung
der Ergebnisse.

Zur Temperaturabhingigkeit der Beweglidikeit in nichtpolaren Halbleitern

Von DieTer Dorn

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Braunschweig
(Z. Naturforschg. 12 a, 18—22 [1957] ; eingegangen am 26. Oktober 1956)

Als Erweiterung der bisherigen Brocuschen Theorie wird die Energieinderung der Elektronen
beim Zusammenstofl mit den thermischen Gitterschwingungen beriicksichtigt. Die etwas abgednderte
Brocusche Integralgleichung kann wie in der bisherigen Theorie nur fiir hohe Temperaturen relativ
zu einer Bezugstemperatur © von weniger als 1° K gelost werden. Die hierbei notwendige Beschrén-
kung auf Elektronen mittlerer und hoher Energie wird durch Anwendung eines Variationsverfahrens
umgangen. Die sich ergebende Korrektur wirkt in Richtung auf eine VergroBerung der Beweglichkeit
gegeniiber dem gewohnlichen 7—%:-Gesetz, die mit abnehmender Temperatur wiachst. Eine Extra-
polation auf tiefe Temperaturen ldBt vermuten, daB im Gebiet einiger Grad Kervix eine andere
Temperaturabhiingigkeit der Beweglichkeit als bei normalen Temperaturen vorliegt.

Die Wechselwirkung der Elektronen mit dem
akustischen Zweig der thermischen Gitterschwingun-
gen in nichtpolaren Halbleitern ist schon von ver-
schiedenen Autoren behandelt worden (vgl. SomMER-
reLp und Berse!, WiLson 2, Serrz3, Barbpeex und
Snockiey 4). Hinsichtlich der Beweglichkeit ergibt

1 A.SommerreLp u. H. A.Berae, Handbuch der Physik (Geiger
& Scheel), Bd. 24/II, Springer, Berlin 1933.

2 A. H. Wison, The Theory of Metals, Cambridge University
Press, Cambridge 1953.

sich iibereinstimmend ein zu 7" proportionaler
Ausdruck. Eine Erweiterung der Theorie stammt
von SHockirey ?, in der auch der Einflu der nicht-
akustischen Gitterschwingungen beriicksichtigt wird.

Bei Beschrinkung auf die Wechselwirkung der
Elektronen mit den akustischen Wérmeschwingun-
;‘ F. Serrz, Phys. Rev. 73, 594 [1948].

J. Baroees u. W. Suockrey, Phys. Rev. 80, 72 [1950].
5 W. SuockLey, Bell System Techn. J. 30, 1025 [1951].
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gen wurden bisher die Energieéinderungen des Elek-
trons beim Einzelstol in der Borrzmann-Gleichung
vernachlassigt, die StoBe also ndherungsweise als
elastisch betrachtet. Dieses Verfahren wird als zu-
verlissig bei Temperaturen oberhalb etwa 1° K be-
zeichnet.

Im folgenden soll der Einflufl des Energieaustau-
sches zwischen den Elektronen und dem akustischen
Zweig der thermischen Gitterschwingungen auf die
Verteilungsfunktionen der Elektronen im elektrischen
Feld und damit auf die elektrische Leitfahigkeit be-
stimmt werden.

Unter der Annahme, daf} sich die Gitterwellen im
thermischen Gleichgewicht befinden, wird zunéchst
(§ 1) eine Borrzmann-Gleichung angegeben, die den
Energiednderungen der Elektronen beim Stofl Rech-
nung tragt. .

Leider ist eine strenge, fiir alle Temperaturen
giiltige Losung dieser Borrzmann-Gleichung nicht
moglich. Es wird daher ein Naherungsverfahren ein-

geschlagen (§ 2), das zwar auch nur auf hohere-

Temperaturen zugeschnitten ist, dabei aber Zusatz-
terme zur Verteilungsfunktion liefert, die bei An-
nahme elastischer StoBe nicht auftreten.

Die sich so ergebende Korrektur wirkt in Rich-
tung auf eine VergroBlerung der Beweglichkeit ge-
geniiber dem gewohnlichen 7~ "-Gesetz, die mit ab-
nehmender Temperatur wichst. Eine Extrapolation
auf tiefe Temperaturen macht es daher wenig wahr-
scheinlich, daB das 7~ "~Gesetz im Gebiet einiger
Grad Kelvin noch eine gute Naherung sein wird.

Eine Berechnung der elektrischen Leitfahigkeit
mit Hilfe der so erhaltenen Verteilungsfunktion ist
nicht moglich, da die Extrapolation der an sich nur
fiir Energiewerte der GroBenordnung kT giiltigen
Verteilungsfunktion auch auf kleine Energiewerte
Unsicherheiten mit sich bringt, die von der gleichen
Groflenordnung sind wie die Zusatzglieder selbst.

Diese Schwierigkeiten werden durch Anwendung
eines Variationsverfahrens umgangen (§ 3). Auch
hierbei beschrinken wir uns wieder auf hohere Tem-
peraturen.

.

§ 1. Aufstellung der Blochschen Integralgleichung

Der Kiirze halber werden wir uns fortan weit-
gehend an die von SomMErFELD und BerHE! gege-
bene Darstellung anlehnen und die Bezeichnungen,
soweit nicht gesondert vermerkt, in derselben Be-
deutung iibernehmen.

Bei der Wechselwirkung eines Elektrons der Wel-
lenzahl f mit einer Schallwelle der Wellenzahl ¢

lautet der Energiesatz
E(f)=E(f) tho,,

je nachdem, ob ein Schallquant der Energie & o,
durch das Elektron absorbiert (+) oder emittiert
(—) wird. An die Stelle des Impulssatzes tritt die
Interferenzbedingung

"=%tq.

f und f’ sind die Ausbreitungsvektoren des Elek-
trons vor bzw. nach dem Sto8.

Der Zusammenhang zwischen der Energie E eines
Elektrons und dem Absolutbetrag K dessen Aus-
breitungsvektors sei

E=/K?>= (h2/2m) K2. (1)

Hierin ist m die scheinbare Masse des Elektrons.

Die Gleichgewichtsverteilung der Elektronen sei
durch die Bovrzmann-Funktion f,(E) gegeben, wo-
bei wir die Energie E vom unteren Rand des Leit-
fahigkeitsbandes aus zihlen. Die Gitterwellen unter-
liegen im thermischen Gleichgewicht der Pranck-
schen Verteilungsfunktion

Ny(x) =1/(e*—1) mit x=huyq/kT.

Der Einflul der Abweichungen der Gitterwellen vom
thermischen Gleichgewicht auf die Leitfahigkeit soll
spater untersucht werden.

Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion f der
Elektronen aus der Stationaritatshbedingung

_ h Sfy _ ,SL)
eFklmaE _(at StoBe

wo —e die Ladung eines Elektrons ist, macht man
den folgenden spezialisierten Ansatz, fir den an-
genommen wird, daf} das duBere elektrische Feld F
in z-Richtung liegt:

f(k) =fo(E) —ky c(E) (3fo/3E) .

Bei der Herleitung der Brocuschen Integralglei-
chung zur Bestimmung der Funktion c(E) erhilt
man den StoBoperator zunéchst als Summe iiber alle
moglichen Ausbreitungsvektoren q der Schallwel-
len ®. Die Summation iiber q wird durch eine Inte-
gration iiber den ¢-Raum ersetzt, wozu Polarkoordi-
naten g, ¥, @ mit der f-Richtung als Polarachse
eingefiihrt werden.

Die Integrationen iiber die Winkel ¢ und ¢ sind
leicht durchzufiithren. Mit der verbleibenden Integra-
tion iiber alle moglichen g-Werte erhélt man

6 Siehe Anm.?, Gl. (34.40).
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Hierin ist #(c) der bereits erwiahnte Stofopera-
tor. Die drei ersten Terme des ersten Integrals und
der vierte Term des zweiten Integrals beziehen sich
auf Emissionsprozesse, bei denen das Elektron Ener-
gie abgibt, und die librigen Terme auf Absorptions-
prozesse, bei denen das Elektron Energie aufnimmt.

Die unterschiedlichen Grenzen der beiden Inte-
grale ergeben sich aus dem Energiesatz, der in zwei
verschiedenen Formen zur Anwendung kommt. Wir
entnehmen ihn der ausfiihrlichen Darstellung von
SommEerFELD und BetHE [vgl. Gl. (35.14)]:

dE 2\ -

FE(qcosﬁ+ ;—K> Fhuyqg=0,
wobei w, =uyq gesetzt wurde. Das negative Vor-
zeichen des 3. Gliedes bezieht sich auf das erste In-
tegral und das positive Vorzeichen auf das 2. Inte-
gral der Gl. (2). Die Integrationsgrenzen ergeben
sich aus den Bedingungen |cos#| <1 und ¢ =0

zu

9max = 2(K0+K),

e 2(K-K) . K<K,
min 0 KZKG
£ {0 K <K,
" 2(K=K,) K=K,

qr,nin =0

Die Abkiirzung K,=u,m/k erlaubt uns analog
zu Gl. (1) eine Energie E,=/K? und daraus eine
Bezugstemperatur © — Eo/k zu definieren, die fiir
die spiteren Uberlegungen von Wichtigkeit sein
wird. © liegt bei den meisten Halbleitern in der
Nahe einiger Grad Kelvin.

2,C*k Oy /quq'

er—1

min

[(1+ .s,;‘;{%,.,i%)c(b‘—i-hwq)—c(E)] (2)

21K 2K® )C(E_hwq) —C(E)]

Damit lautet die sog. Brocusche Integralgleichung
zur Bestimmung der Funktion c(E)

_eF B Ch
L(c)=eF 230 (3)

§ 2. Losung der Blochschen Integralgleichung
fiir hohere Temperaturen

Ebenso wie bei den Metallen ist auch bei Halb-
leitern eine strenge, fiir beliebige Temperaturen
giltige Losung der Brocuschen Integralgleichung
kaum moglich. Es wurde daher ein Nédherungsver-
fahren entwickelt, das zwar auch auf hohere Tem-
peraturen beschrdankt bleibt, dabei aber doch die
ersten Zusatzglieder zur Verteilungsfunktion im
Sinne einer Potenzreihenentwicklung liefert. Der
Entwicklungsparameter dieser Reihenentwicklung sei

definiert durch 6 = VO/T , wobei stets
0<1 (4)
vorausgesetzt wird.
Die mittlere kinetische Energie der Elektronen ist
% kT, so daB e = E/k T im Mittel von der GroBen-

ordnung Eins ist. Daraus folgt

Z o Imax o, 8 0<L1
£ 3 3

und x < 1 auBler fiir sehr schnelle Elektronen, wor-

auf wir weiter unten zuriickkommen werden. Analog

dazu ist unter denselben Voraussetzungen im Mittel

K > K, . Hierdurch wird die Annahme (4) verstind-

lich.

Nach Einfithrung von z als Integrationsvariable 1t sich der StoBoperator wesentlich vereinfachen, wenn
man im 2. Integral z durch —z ersetzt. Hierdurch wird der Wertebereich von z auf negative Werte aus-

gedehnt und man erhalt

-
__QCkDE 3y [P
2aMB2R usmK? JEJ |er—

z .
m'n

L(c) = —

1{[(12—4()‘-’35—86'35)c(s+x)+862£c(e)] (5)

mit den Integrationsgrenzen . =40 Ve (1 +0/Ve) und 25, — — 40 Ve(l - 8/ Ve).
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Da z < ¢ sein soll, diirfen wir die unbekannte Funk-
tion c(¢) in eine TayLor-Reihe nach steigenden Po-
tenzen von z entwickeln. Hierdurch geht die Integral-
gleichung (3) in eine lineare Differentialgleichung
fir c(e) tber, die sich durch schrittweise Néherung
losen 1aBt.

In 1. Naherung vernachldssigen wir iblicherweise
alle gegen ¢ kleinen Glieder, setzen also

Tmax == — Tpin =~ 4 o V£

und cle+x)=~c(e—z)=~c(e) .

Die Pranckschen Funktionen in den Integranden
konnen durch 1/x ersetzt werden, wodurch sich die
Integrale leicht auswerten lassen. Das Ergebnis ist
die bei SommerreLp und Bere [Gl. (45.15)] an-
gefiihrte Naherung

9axMituzeF

Q,CkTK

c;(e) = —

Sie entspricht den eingangs erwihnten elastischen
StoBen zwischen Elektronen und Gitterwellen. Das
negative Vorzeichen erklart sich aus der Wahl von
—e als Ladung eines Elektrons.

In 2. Naherung werden alle Glieder des Stof3-
operators sowie die Integrationsgrenzen exakt be-
riicksichtigt. Wir machen den Storansatz

ca(e) =cy(e) [1+£(e) T,

wobei angenommen werden soll, dal das Storglied
[5(5)[ <1 ist.

Wie die ausfiihrliche Rechnung ergibt, fallen we-
gen der Ahnlichkeit der beiden im StoBoperator auf-
tretenden Integrale alle zur 1. Potenz des Entwick-
lungsparameters 0 proportionalen Glieder weg, so
daf} &£~ 0% wird. Wir miissen daher im TavLor-An-
satz fiir c(e+z) die drei ersten Glieder der Ent-
wicklung berticksichtigen.

In konsequenter Durchfilhrung des Naherungs-
verfahrens wird in allen Gliedern, die in 1. Nihe-
rung vernachlissigt werden, die Funktion ¢ (&) durch
die 1. Naherung ersetzt. Die Differentialgleichung
fir c(e) geht damit in eine gewdchnliche lineare
Gleichung fiir (&) tiber. Der hierbei gemachte Feh-
ler ist von héherer als 2. Ordnung in J, kann also
vernachldssigt werden.

Da die Integration iiber die Prancksche Funktion
nicht explizit durchgefithrt werden kann, benutzen
wir fiir z/(e?—1) die sog. BernouLrische Entwick-
lung 7, die fiir |2 | <2 x konvergiert. Diese Voraus-
setzung ist auler fiir sehr schnelle Elektronen, also

groBe &, stets erfiillt. Die entstehenden Integrale las-
sen sich elementar 16sen. Das Ergebnis dieser Rech-
nung ist

§e) = -2 (1-

16 8 ,
Ber 3, ) (6)

Beim Ansatz fiir die 2. Naherung hatten wir vor-
ausgesetzt, daB das Storglied |&(e)| <1 sei, was
fiir Elektronen mittlerer Energie sehr gut erfillt ist,
da 0>=0/T <1 sein soll. Eine Diskussion der in
Gl. (6) enthaltenen Funktion &(¢) zeigt jedoch, daf}
ihr Absolutbetrag sowohl fiir kleine wie auch sehr
grofle ¢ grof} gegen Eins wird. Der Bereich sehr
kleiner e-Werte ist unwichtig, da er ohnehin nicht
im Giiltigkeitsbereich &€ > 6% der gemachten Nahe-
rung liegt. Der Einflufl der sehr schnellen Elektro-
nen (¢> 1) auf die Leitfahigkeit ist nur gering, da
diese Energiezustdnde nur sehr schwach besetzt sind,
was sich im exponentiellen Abfall der Verteilungs-
funktion aufert.

Die elektrische Leitfahigkeit wurde im Rahmen
der bisherigen Theorie durch Anwendung der obi-
gen 1. Niherung auf den ganzen Energiebereich ge-
wonnen. Hierbei wurde im allgemeinen nicht beriick-
sichtigt, da diese Losung der Brocuschen Integral-
gleichung nur fiir ¢ > 6% giiltig ist.

Die Grofle des so gemachten Fehlers 1a8t sich nur
schwer abschitzen, da der Verlauf von c(¢) fiir
kleine ¢ auch nach der vorliegenden Néaherung nicht
bekannt ist.

Benutzt man trotzdem Formel (6) zur Berechnung
der Leitfahigkeit in 2. Ndherung im ganzen Energie-
bereich von é=0 bis oo, so erhilt man den Zusatz-

faktor (1 + —29§ %) zur iiblichen Formel.

§ 3. Bestimmung der elektrischen Leitfiahigkeit
mit Hilfe des Variationsverfahrens

Die oben erwihnten Unsicherheiten bei der Be-
rechnung der elektrischen Leitfahigkeit konnen durch
Anwendung eines Variationsverfahrens umgangen
werden. Wie Konrer ® zeigen konnte, 1d3t sich die
Brocusche Integralgleichung in ein Variationsprin-
zip umschreiben, das ndherungsweise mit Hilfe des
Rirzschen Verfahrens behandelt werden kann. Hier-
bei konvergieren aufeinanderfolgende Naherungs-
werte fiir die elektrische Leitfahigkeit stets im glei-
chen Sinn gegen einen Maximalwert.

7 Siehe z. B. Anm. 2, S. 336.
8 M. Konter, Z. Phys. 125, 679 [1949].
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Im folgenden werden wir uns der Kiirze halber
bis auf geringe Anderungen der von Wrrson? ge-
gebenen Darstellung des Variationsverfahrens an-
schlieBen, obwohl in unserem Fall bei verschwinden-
dem Temperaturgradienten eine etwas einfachere
Form maoglich wire.

Die elektrische Leitfahigkeit ergibt sich danach zu

C16aemte [ () | o (D)
T am [ doo =, D=1 D | D
Die hierin auftretenden Integrale sind
dy=kT / Eker (e de (8)
0
und ™ e / Etgr %fl‘:’—de (9)
0

mit ¢ = E/kT. Die aus den d,; gebildete Matrix ist
symmetrisch, d. h. es ist d,s=d . Ist D=Id,s} die
zugehorige Determinante, so erhélt man hieraus die
Determinante D™ durch Beschrinkung auf die n
ersten Zeilen und Spalten. D~V sei eine Determi-
nante von n Zeilen und Spalten, die aus D™ ent-
steht, wenn man die letzte Zeile oder Spalte durch
@B, oy, ..., an(g_)l ersetzt.

Da die Determinanten D™ positiv sind, zeigt
Gl. (7) eine monotone Zunahme der Leitfahigkeit
mit wachsendem n .

Bei der Durchfithrung des Variationsverfahrens
im Bereich hoher Temperaturen im oben gebrauch-
ten Sinne wollen wir uns auf die drei ersten Nihe-
rungen beschridnken. Hierbei beriicksichtigen wir
alle Glieder bis zur 2. Potenz in 6 <1.

Fiir die Koeffizienten d,s ergibt sich damit nach
Gl. (8) unter Benutzung des StoBoperators (5)

7 25
i d<1— A 62>, dy, = 12d(1_,ﬁ52),

dy, = 3d(1_ }9‘362), g 60d(1— < 52),
19 1
dop =12 d(l— ’1’3‘52>’ d22=360d(1— . 62),

worin zur Abkiirzung

d=8n(kT)"/3a"a und a=3MHhu2/2202,C?
gesetzt wurde. n ist die Dichte der Elektronen im
Leitfahigkeitsband. Ferner ist nach Gl. (9)

()

ag = —3a2nh3(2m) "k,
(€] 5 (€)) €)) 35 (€]
(o M R il )
1 2 0 > 2 4 0

Hiermit lassen sich die Determinanten D™ und

D™V Jeicht ausrechnen.
Die elektrische Leitfahigkeit unter Annahme elasti-
scher Stole zwischen Elektronen und thermischen

Gitterwellen ist
arn_e_z_ ,,_,hif, *la
2m 2amkT ’

Hiermit lauten die drei ersten Naherungen nach dem
Variationsverfahren

s 9100(1+ 7 (-))’

Oy =

32 3T
397 329 6
= R
%27 198 U"( 1 T)’
1275 2153 O
a= — O 1+- LA
374096 "( * 265 T)

Die verschiedenen Ndherungsformeln fiir ¢ lassen
erkennen, dal der Zahlenfaktor vor der Klammer
offenbar ziemlich rasch gegen Eins konvergiert, wie
es dem Grenzfall T— o entspricht. Das Zusatzglied
enthélt noch die Unsicherheit des Faktors vor der
Klammer. Seine Groflenordnung wird jedoch durch
diese Rechnung bereits sichergestellt.

Der EinfluB} der Energieinderung der Elektronen
bei der Wechselwirkung mit den thermischen Gitter-
schwingungen fiihrt also zu Abweichungen vom ge-
wohnlichen 7~ ":-Gesetz der Beweglichkeit, die mit
abnehmender Temperatur grofler werden. Der Giiltig-
keitsbereich der vorliegenden Betrachtungen diirfte
bei einem O-Wert von beispielsweise 0,2° K bei
Germanium (zy,=>5"10% cm/sec und m=1/4 der
Elektronenmasse) bis etwa 20°K heruntergehen.
Hierbei ergibt sich eine Zunahme der Beweglichkeit
um etwa 3% gegeniiber der bisherigen Theorie. In-
folge der Uberlagerung durch andere Effekte diirfte
der experimentelle Nachweis dieser Abweichungen
vom T~ ":.Gesetz der Beweglichkeit schwierig sein.
Immerhin lassen sie ein abweichendes Verhalten der
Beweglichkeit bei tiefen Temperaturen vermuten.

Herrn Prof. Dr. M. KouLer mochte ich an dieser Stelle
herzlich danken fiir die Anregung zu dieser Arbeit und
zahlreiche wertvolle Diskussionen.





